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ABSTRACT

La topologia es la rama de las Matematicas que analiza los
conjuntos desde un punto de vista diferente, estudiando su forma,
transformaciones, relaciones, etc. Tradicionalmente, en el estudio
y desarrollo de sistemas de recomendacion, los algoritmos
implementados, las métricas empleadas, los métodos de
evaluacion, etc. estan basados en el uso de los datos desde una
perspectiva Euclidea, la cual difiere completamente de la
representacion topologica de los mismos. En el presente articulo
exponemos una linea de trabajo en la que los perfiles de usuarios
pasan a contemplarse como espacios topoldgicos. Para poder
comprender a los usuarios desde un punto de vista topologico nos
hemos centrado en su caracterizacion usando sus correspondientes
numeros de Betti. Estos numeros representan una propiedad
caracteristica de los conjuntos. A partir de esta y otras
propiedades se definen caracterizaciones como, por ejemplo, los
codigos de barras. Cada codigo de barras representa, desde un
punto de vista topologico, un perfil de usuario. Mediante el
calculo de similitudes basadas en codigos de barras comparamos
perfiles. Esta nueva perspectiva del tratamiento de datos es parte
de lo que se denomina Analisis Topologico de Datos y abre
nuevas perspectivas para el tratamiento de perfiles de usuario y la
mejora de la personalizacion de productos y servicios.
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1 Introduccion

El Analisis Topologico de Datos (o TDA, por sus siglas en inglés)
es un area de la topologia computacional que desarrolla técnicas
para el analisis de datos desde la perspectiva de la Topologia,
rama de las Matematicas que estudia las propiedades invariantes
de los conjuntos cuando se aplican transformaciones continuas
como traslaciones o rotaciones [1]. Las propiedades que tienen
estos conjuntos que no cambian al aplicar este tipo de
transformaciones se llaman invariantes topologicas. Una de las
invariantes que mas se estudia en topologia es la conexion, de
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forma que se puede clasificar la forma de un espacio por la
conexion entre sus elementos.

En el trabajo que presentamos estudiamos las propiedades de los
conjuntos de usuarios de un sistema de recomendacion desde el
punto de vista de la forma que tienen dichos conjuntos.
Convencionalmente, los perfiles de los usuarios se representan
mediante secuencias de valores, en forma de vector, que describen
las preferencias de estos para cada uno de los items del sistema.
En sistemas basados en contenido o contextuales, los perfiles
incorporan, adicionalmente, valores referidos a atributos del
usuario o del contexto. Todos estos conjuntos de valores se
combinan haciendo uso de diferentes algoritmos para resolver las
tareas habituales de recomendacion, como el calculo de
similitudes entre usuarios o la prediccion de ratings. Pues bien, a
diferencia de este uso convencional de los datos, exploramos una
perspectiva diferente basada en la forma de los conjuntos y en las
caracteristicas de los mismos. Nos centraremos en el célculo de
los denominados numeros de Betti, los cuales representan
caracteristicas invariantes como son el nimero de componentes
conexas o el niimero de agujeros en la estructura. En la Figura 1
se muestra la metodologia que sigue el TDA para, a partir de un
conjunto de datos S (en forma de nube de puntos en un espacio n-
dimensional), aproximar una representacion sélida K, con la que
se obtienen sus invariantes topologicas.

(a) Points § (b) Representation K (¢) Invariant

Figura 1. Calculo de invariantes de un conjunto [2].

En (a) se representa el conjunto de datos en el espacio. En (b) se
muestra la estructura asociada al conjunto de puntos. En (c) se
calculan sus invariantes topoldgicas (aqui se muestra un ciclo).

A partir de las propiedades invariantes que caracterizan los
conjuntos se pueden realizar diferentes tratamientos de datos
empleando los algoritmos, técnicas, métricas, etc. existentes en el
contexto del TDA. En particular, en este articulo exploramos el
uso de una nueva forma de representacion de perfiles de usuario
mediante técnicas TDA que dan lugar a estructuras que los
caracterizan, denominadas codigos de barras, asi como al calculo
de similitudes entre usuarios mediante una meétrica especifica
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diseflada para comparar los codigos de barras. Ademas hemos
comparado las métricas basadas en la similitud con cédigos de
barras frente a baseline estandar obteniendo resultados que, aun
siendo mejorables, resultan prometedores.

2 Antecedentes

La topologia computacional se ha aplicado en distintos ambitos en
el mundo de la ciencia, como podemos comprobar en [2]. Por
ejemplo, en el contexto de procesamiento de imagenes, se suele
considerar una imagen como un rectangulo formado por pixeles,
blancos y negros, donde los negros representan la imagen y los
blancos el fondo. Una vez pixelada la imagen, se pueden definir
diferentes tipos de conexiones entre pixeles. Por ejemplo, dos
pixeles estan conectados si comparten aristas o si comparten
aristas o vértices, etc., produciendo como resultado algo similar a
un esqueleto de la imagen. Una vez obtenido el mismo se esta en
condiciones de estudiar el objeto representado desde un punto de
vista topologico.

En cartografia, una practica comin consiste en la deformacion de
un mapa, en la que estan delimitadas ciertas zonas, generando
areas deformadas de cada zona en funcion de una propiedad (por
ejemplo, deformar el mapa de los Estados Unidos en funcion de
los votos existentes en cada estado). A este tipo de mapas se les
denomina cartogramas. Esta técnica ofrece una mayor
informacion visual sobre lo que se quiere representar. Estas
practicas se realizan empleando transformaciones topologicas que
deforman las regiones del mapa de acuerdo con ciertas
propiedades de las transformaciones y de los conjuntos sobre las
que se aplican. Un ejemplo comun de este tipo de técnicas es la
deformacion que se aplica sobre una taza para demostrar su
equivalencia topologica (homeomorfa) a una rosquilla (Figura 2).
El concepto de homeomorfismo se resume en la equivalencia por
transformaciones como, por ejemplo, un cambio de escala, un giro
0 una traslacion de puntos.

Figura 2. Taza y rosquilla homeomorfos [2].

En biologia, el estudio de la forma de las proteinas puede ayudar
en la comprension de enfermedades y el desarrollo de
medicamentos [3]. Para estudiar las proteinas se representa cada
uno de sus atomos en el espacio y se analizan sus formas y
conexiones. Este estudio puede realizarse con un enfoque
geométrico o topoldgico. El enfoque geométrico se centra en la
forma que tiene la molécula viéndola como wuna figura
tridimensional. Sin embargo, el enfoque topologico se centra mas
en las conexiones existentes entre los atomos.

3 Fundamentos teoricos
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Como deciamos antes, la Topologia es la rama de las matematicas
que estudia las propiedades de los denominados espacios
topologicos, que permanecen inalteradas bajo transformaciones o
deformaciones continuas. En un espacio topoldgico podemos
construir estructuras y analizar sus propiedades invariantes, en
particular los nimeros de Betti.

Una de las estructuras que frecuentemente se emplean son los n-
simplex. Un n-simplex x es un conjunto de puntos
geométricamente independientes de un espacio R™. Sobre los n-
simplex (también denominados simplex), podemos identificar
caras, como subconjuntos de puntos que forman parte del propio
simplex, los cuales son, a su vez, nuevos simplex. Se denomina
Complejo Simplicial K en R™ a una coleccion de simplex en R™

tales que:
1. Cada cara de un simplex de K estd en K.
2. La interseccion de cualesquiera dos simplex de K es una

cara de cada uno de ellos, y por tanto, esta en K.
La Figura 3 muestra un ejemplo de complejo simplicial en el que
se identifican 0-simplex (cada uno de los puntos del conjunto), 1-
simplex (cada arista del conjunto), 2-simplex (cada triangulo
sombreado). El cuadrado blanco del centro es un agujero de
dimension 1.

Figura 3. Complejo simplicial [2].

Para construir un complejo simplicial sobre un conjunto de puntos
existen diferentes alternativas basadas, generalmente, en el
recubrimiento de los puntos mediante secuencias de bolas
centradas en cada punto y de radios incrementales. Dependiendo
del método escogido generamos diferentes complejos
simpliciales. Uno de los mas sencillos de generar, incluso en
dimensiones altas, es el complejo simplicial de Vietoris-Rips [4].
Consiste, basicamente, en ir uniendo puntos con aristas, a partir de
la nube inicial de puntos, a medida que vamos incrementando el
radio de las bolas centradas en cada uno de los puntos y estas se
van intersecando. En la Figura 4 se ejemplifica el proceso.

X

(a) C¢y (b) Cey, €2 > €1

Figura 4. Creacion de complejos C,;, con radios &; [2].

En (a) se generan aristas entre los puntos cuyas correspondientes
bolas de radio &; se intersecan. Para dicho radio en la nube de
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puntos se generan 3 complejos simpliciales no conexos entre si:
un O-simplex formado por un punto aislado, un I-simplex,
formado por dos puntos unidos y un 5-simplex formado por 5
puntos unidos por aristas. En (b) el radio de las bolas se
incrementa de modo que & >¢&; y se comprueba como se
generan aristas entre los tres complejos simpliciales anteriores
dando lugar a un unico complejo simplicial sin partes no conexas
(desunidas). A los complejos simpliciales podemos asociarles los
valores cuantificables que menciondbamos anteriormente: el
niumero de componentes que son independientes de otras (no
conexas), el nimero de agujeros en las superficies y el nimero de
huecos entre las estructuras. En topologia a estas propiedades se
les da nombres concretos. Son los numeros de Betti de dimension
cero, uno y dos, respectivamente. Estos valores representan
propiedades invariantes muy importantes que ayudan a distinguir
entre complejos simpliciales. Comparando los correspondientes
valores de distintos objetos solidos podemos determinar si tienen,
o no, la misma topologia (es decir, si son equivalentes desde un
punto de vista topoldgico). La idea que proponemos es representar
los perfiles de los usuarios como esos objetos solidos, de forma
que sean comparables entre ellos mediante algln tipo de medida
de similitud que expondremos mas adelante.
El siguiente paso, una vez definidos los complejos simpliciales, es
calcular los correspondientes nimeros de Betti. Y para ello vamos
a emplear una representacion grafica denominada cddigos de
barras. Las barras son representaciones graficas de los intervalos
de los radios sobre los que persisten las caracteristicas topologicas
(componentes, agujeros y huecos). El conjunto de estas barras
caracteriza la forma en que la topologia del objeto cambia a
medida que se va representando el complejo simplicial. La forma
en que se elaboran estos codigos se puede encontrar explicada con
detalle en [5] y, en la Figura 5, se muestra, de manera gréfica, la
visualizacién del cédigo de barras asociado a un conjunto de
puntos a medida que construimos su complejo simplicial
asociado. El codigo de barras hemos de interpretarlo del siguiente
modo:
1. Cada instancia de cada componente, cada agujero y cada
hueco se representa con una linea.
2. La posicion y longitud de cada barra representa el ciclo de
vida de cada componente, agujero y hueco.
3. El inicio de la barra representa el radio en que la instancia
correspondiente comienza su vida.
4. El otro extremo de la barra representa el radio en que la
instancia correspondiente cesa su vida.
En el ejemplo de la Figura 5, inicialmente hay catorce puntos y
catorce barras con origen en la abscisa 0 (en color verde). Al
alcanzar radio 0.75 dos puntos se unen mediante una arista y, en
consecuencia, quedan trece barras correspondientes a trece
componentes (doce puntos y una arista uniendo dos puntos). Y asi
sucesivamente. A medida que los radios crecen se van uniendo
componentes y van desapareciendo barras, hasta quedar una sola
barra, a partir de la abscisa 2.2, de la unica componente conexa
que queda a partir de dicho radio. También podemos observar dos
barras entre las abscisas 2.4 y 3.7 (en color morado). Estas barras
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representan los agujeros de dimensiéon 1. No hay huecos por lo
que no habria barras asociadas.
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Figura 5. Cédigos de barras de un complejo simplicial [3].

3.1 Similitudes basadas en codigos de barras

Una vez hemos calculado los codigos de barras procedemos con el
estudio de la similitud entre dos objetos representados por dichos
codigos. Basandonos en la similitud de Jaccard, definida para dos
[MON|
[MUN|
calcular una medida de similitud basada en esta expresion que
promedie las similitudes maximas entre todos los posibles pares
de similitudes de Jaccard entre barras de ambos conjuntos. Esta
similitud promedio del solapamiento de codigos de barras
(Barcode Overlapping) se define como

conjuntos no vacios M y N como S;(M,N) = , podemos

S0 (A,B) = 1 z anb z anb 1
oA B) = BT | LS ot LS aun| W

Puede darse la circunstancia de que los conjuntos a comparar
carezcan de agujeros y huecos. Estos casos se pueden gestionar
ampliando la definicion anterior a los casos correspondientes a
alguno de los conjuntos 4 o B, o ambos 4 y B, vacios. De este
modo se define la siguiente expresion general de la similitud
basada en codigos de barras extendida (Barcode Overlapping
Extended)

Spo(4,B) ,siA+QyB+@
Spop(4,B) = 1 SiA=QyB=0 @)
0  encasos contrarios
Los wvalores de similitudes de las diferentes invariantes
(componentes, agujeros o huecos) se pueden combinar mediante
alguna funcién monotona creciente (por ejemplo el promedio) que
mantenga el orden de clasificacion entre objetos, es decir, si un
par de objetos es mas similar en todos los diferentes codigos de



CIRCLE '20, July 6-9 , 2020, Samatan, Gers, France

barras que otro par de objetos, la similitud unificada resultante
deberia ser mayor para el primer par.

4 Experimentacion y conclusiones

En este articulo, ademas de exponer brevemente el marco general
tedrico que estamos interesados en explorar, explicamos un
ejemplo sencillo que hemos desarrollado con el fin de comprender
el problema. Hemos empleado datos del dataset MovieLens 100k,
formado por 100000 ratings, 943 usuarios (miembros del conjunto
U) y 1682 items. Convencionalmente los perfiles de los usuarios
se representan mediante vectores de ratings n-dimensionales. En
nuestro caso consideraremos los usuarios como colecciones de
puntos (item, valor) en el plano. A partir de dichas colecciones de
puntos podemos construir sus complejos simpliciales asociados a
cada usuario, obteniendo posteriormente sus invariantes asociadas
a los codigos de barras generados para cada uno de ellos. En la
Figura 6 se muestra el proceso de construcciéon del complejo
simplicial para un usuario con 3 ratings.

g
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Figura 6. Construccion del complejo simplicial de un usuario

El calculo de la similitud entre usuarios basada en su codigos de
barras se ha realizado en Matlab empleando la libreria JavaPlex,
dedicada al calculo de invariantes de complejos simpliciales [6].
Se pueden hacer muchas consideraciones sobre el modo en que se
representan los usuarios. En nuestro caso hemos optado por la
mas intuitiva, aun no siendo probablemente la mejor desde el
punto de vista del rendimiento del sistema.

Una vez obtenidos los complejos simpliciales asociados a cada
usuario calculamos sus codigos de barras y sus invariantes. La
Figura 7 muestra el codigo de barras de la invariante de dimension
0 para el usuario anterior. Este usuario no presenta invariantes de
dimensiones 1 (agujeros) ni 2 (huecos).

[

Dim 0

Figura 7. Codigo de barras de dimension 0.
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Con los codigos de barras de todos los usuarios calculados,
estamos en condiciones de obtener, para cada par de usuarios
Vu,v € U; u # v del conjunto, su similitud Sgop (u, v).

Hemos restringido el calculo de similitudes a usuarios con menos
de 50 ratings, dado que es muy costoso computacionalmente
calcular codigos de barras para usuarios con valores mayores.
Esto supone un contratiempo para estudiar la eficiencia de la
métrica Sppgr, pues nos estamos restringiendo a usuarios con
perfiles relativamente pequenos. En [7] se analizan alternativas
para optimizar el calculo de complejos simpliciales, de momento
dejamos el estudio de esas u otras alternativas como trabajo
futuro. En nuestro caso, hemos hecho estimaciones del calculo de
error RMSE [8] con diferentes parametrizaciones del algoritmo
obteniendo la comparativa que se muestra en la tabla siguiente,
usando un algoritmo basico kNN.

S S
Similitud 5302% | O%OIE 5 Coseno | Pearson|Random

RMSE (1.1616|1.1482|1.0791 | 1.5728 | 1.1217

Tabla 1. Métricas de error

Como se puede comprobar, los valores obtenidos para las
similitudes basadas en los codigos de barras tienen un
comportamiento razonablemente competitivo, incluso frente a
métricas muy consolidadas como Coseno o Pearson, basadas en
correlaciones entre los objetos comparados [8, 9], lo cual puede
interpretarse como que esta métrica puede ser buena cuando las
métricas colaborativas funcionan peor, cuando hay pocos datos.
Ademas, es interesante la comparacion con el método random, el
cual devuelve un valor aleatorio entre un maximo y un minimo
para expresar la similitud entre usuarios, para mostrar que esta
similitud no esta devolviendo datos al azar.

En adelante queremos estudiar el comportamiento de esta métrica
de manera mas exhaustiva cuando los usuarios tienen pocos datos.
Esto puede ser particularmente interesante para problemas de
cold-start. Hemos de complementar este analisis con otros
datasets, otros algoritmos basados en teoria de grafos,
optimizacion u obtencién de invariantes, asi como otras métricas
de similitud y de ranking habituales en el area.
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